HIiDROLIK CALISMALARDA iSTATiISTIKSEL YONTEMLERIN
KULLANIMI

Giris
istatistiksel Maddelerin Onemi ve Stmiflandirilmasi

Hidrolojik  biytikliiklerin ~ birgogu  fizik  yasalariyla tam olarak
aciklanamayan rastgele degisken niteligi tasirlar. Bunlarin en 6nemli nedeni yagisin
rastgele karakteridir; bu nedenle yagisla iligkili olan akim degiskenlerinde de
rastgelelik goriliir. Hidrolik sistemin rastgele karakteri; hidrolik verilerdeki
ornekleme hatalar1 ve hidrolik siire¢ icin kabul edilen modeldeki hatalar hidrolik
degiskenlerin rastgele nitelik tasimasina neden olur. Bir hidrolik biiyiikligim
rastgele degiskenligi onemli degilse bu yani ihmal edilip ortalama degeri ¢aligilarak
olay deterministik bir yaklasimla incelenebilir. Ancak bazi biiyiiklikler i¢in (taskin
debisi gibi) bdyle bir yaklagim anlamli olmaz, bu durumda olasilik teorisi ve istatistik

birimlerine dayanan, olasiliklarm isin i¢ine girdigi modeller kullanmak gerekir.
Hidrolik istatistik modellerin kullanildig: yerler su sekilde smiflandirilabilir.

1)Hidrolik verilerin istatistik analizi: Frekans analizi, parametrelerin analizi

ve giiven araliklarinin belirlenmesi, dagilim fonksiyonunun belirlenmesi.

2)Taskin debisi dagilim modiilleri: Hidrolik tasarimda 6zel bir 6nem
tastyan taskin debileri i¢in uygun dagilim fonksiyonlarmnm belirlenmesi ve bunlarla

proje doniis aralifina karsi gelen taskin debisinin tahmini i¢in gelistirilen modeller.

3)Korelasyon ve regresyon modelleri: Iki yada daha fazla hidrolik degisken
arasinda istatistik iliskiyi belirleyen bir model yardimiyla degiskenlerden biri igin

eksik verilerin tamamlanmas1 yada kisa verilerin uzatilmasi.

4)Hipotez test modelleri: Hidrolik degiskenlerin parametreleri ve dagililn
fonksiyonlar1 i¢cin yapilan kabullerin uygunlugunun goézlemlerle karsilastirilarak

kontroli.

S)Hidrolik siire¢ (zaman serisi) modelleri: Zaman i¢inde degisken bir
hidrolik biiylikligiin (akimin) stokastik yapisinin modellenmesi, kurulan maddelerin

simiilasyon ve akim tahminlerinde kullanilmasi.



1. HIDROLIK VERILERIN iSTATISTIK ANALIZI
1.1) Frekans Dagilim

Bir rastgele degiskenin toplumunun timiinii goézlemek miimkiin
olmadigindan eldeki Ornegin analiziyle elde edilen frekans dagilimma esdeger
oldugu kabul edilir. Frekans dagilimimi belirlemek amaciyla 6rnegin analizi, s6z

konusu rastgele degiskenin tipine gore asagidaki yontemlerle yapilir.
a) Kesikli Degiskenlerin Frekans Analizi

Elde kesikli bir degiskene ait N elemanli bir 6rnek bulundugunu diisiinelim.

Mi
Bu oOrnekte X=x olayr Mi defa goriiliyorsa bu olayin frekanst fi :Wl

Zi: ' i

Fi=lZ =4

5

Eklenik frekans dagilimu ise;

b)Siirekli Degiskenlerin Frekans Analizi
1. Biiyiik orneklerin frekans analizi:

Rastgele degiskenin degisme bolgesi uygun genislikte smif araliklarma

ayrilir. I’inci smif arahg icine diisen gdzlemlerin sayisi n; ise bu sinif araligmin
ni

frekansy; fi=—
N

2. Kiig¢iik ornekleri frekans analizi:

PO

1.2) Parametrelerin Tahmini

Parametrelerin tahmininde aranmasi gereken ilk sart tahminin tarafSiz
olmasidir. Tarafsiz tahmin birden fazla sekilde yapilabilir. Eldeki bir 6rnekte
yapilacak tarafsizligi ve etkinligi tahmin yontemine baghdir. Tahmin yontemlerinin

baslicalar1 sunlardir;
a) Grafik Yontem

b)En Kiiciik Kareler Yontemi



yv=pxa,p,...) S:ﬁ(yi—y)Z:Z[yi—p(xi;a,, ..... )]

¢) Momentler Yontemi

S6z konusu olasilik dagilin fonksiyonunun o,f,..... parametreleri ile pl,

n2,.... parametreleri arasindaki bagintilar elde edilir.

o=l u2,) . B= L2l H2 ). (1)

once momentlerin degerleri eldeki oOrnekten tarafsiz tahminleri veren

ifadelerle hesaplandiktan sonra (1) denkleminden parametrelerin a,b,....... tahminleri
¢oziiliir. a,B,..... parametrelerinin a,b,...... tahminleri su denklemleri ¢ozerek bulunur;
d
Do, Bg .
da db

d)Maksimum Olabilirlik Yontemi:

N

L =g p)xi;a, B,......... )
i=1

Bu yontemle L yerine /nL 1, kullanmak uygundur.

Eanzn{;;-p(xi;a,ﬁ, ...... )}:ﬁznp(xi;a,ﬁ, ...... )

i=1

a, b, etkin tahminleri su denklem takimi ¢oziilerek bulunur.
dinL L
nL _ ’ din 0 o)
da db

Bu yontem her durumda etkin tahminler verildiginden diger yontemlerden
daha iistiindiir. Ancak (2) denklemlerinin ¢6ziimiinii elde etmek bir¢ok hallerde kolay
olmaz. Nonlineer denklem takimini ardisik yaklasimlarla ¢ozmek gerekir. Bundan

dolayr maksimum olabilirlik yonteminin kullanilmas1 nispeten azdir.
1.3) Giiven Arahig: ve Giiven Diizeyi:

Bir rastgele degiskenin toplumunun herhangi bir [ parametresinin
biiytikliigli N olan 6rneklerden hesaplanan b istatistiklerinin ornekleme dagiliminin
bilindigini diisiinelim. Eldeki bir 6rnekten belirlenen b istatistik degerinin iki yanina

Oyle bir (by, b,) aralig1 gbz 6niine alalim ki istatistigin bu aralik i¢inde kalma olasilig1



Pc olsun. Buna gore toplumun bilinmeyen 3 parametre degerinin Pc olasilig1 ile (b,
b,) araliginda kalacagi sdylenebilir. Burada Pc’ye giiven diizeyi, (bi, b,) araligma bu
diizeydeki giliven araligi denir. Burada dikkat edilecek bir nokta giiven araligmin b,
ve b, smirlarmin 6rnekten ornege degisecegidir. Zira her bir drnek icin E(B)=b

kabulii yapilmaktadir.
1.4) Dagihm Fonksiyonunun Belirlenmesi

Kullanilabilecek olasik dagilim fonksiyonlarinin sayisi pek c¢ok olup
kullanilacak fonksiyon tecriibelere dayanarak segilir. Asagidaki sartlar1 saglayan

herhangi bir F(x) fonksiyonu o.d.f olabilir.
-0<Fx) <1
- X1 <X, i¢in F(x,)<F(x2)
- F(-0)=0, F(+0)=1

Eldeki Ornegin analiziyle belirlenen frekans dagilimma bir o.d.f'nin

uydurulmasi su adimlarla yapilir.
1. Denenecek o.d.f. secilir. Bu se¢cimde tecriibelere dayanir.

2.Segilen o.d.f’nin parametreleri eldeki ornekten tahmin edilir. Her
o.d.f’nin belli sayida parametresi vardir. Parametre sayis1 optimum degerde olan

o.d.f. kullanmak giivenilirlik saglar.
3.bu o.d.f’nin gozlenmis frekans dagilimina uygunluk arastirilir.

4.uygunlugun istenilen diizeyde olmadig1 goriiliirse baska bir o.d.f.
secilerek aym1 adimlar tekrarlanir. Burada eldeki Ornegin kiigiikliigii dolayisiyla
birgok hallerde gozlenen frekans dagilimma birden fazla o.d.f’nin ayni derecede

uydugunun goriilebilecegidir.
1.4.1.) Bashca Olasihik Dagilim Fonksiyonlar
a) Binom Dagihim

Bir kesikli rastgele degisken i¢in sadece 2 olay mevcut oldugunu diisiinelim.
Bu olaylarin olasiliklar1 p ve g=1-p ile gosterilsin. Bu degiskene ait birbirinden
bagimsiz n deneme yapilsin. Bu n elemanli 6rnekte olasiligi p olan olaym x defa
goriilmesi olasiligmmin binon dagilima uydugu gosterilebilir. Bu dagilim kiitle

fonksiyonu:



p(x)=C)pig"

Bu ifadede ( ), n adet biiyiikliigiin x’li kombinezonlarmnin sayisi olup séyle

hesaplanir.
(“)_n(n—l) ......... (n—x+1) nl
x 120 (n—=1)x xI(n—x)I
- 1-6
Ex=np , Var,=npq Cszth o k=3e
npq npq

b)Poisson Dagilimi:

Rastgele degisken icin 2 olay mevcut olsun. Ancak bunlardan birinin
olasilig1 cok kiiclik olsun. Buna karsin n deneme sayist da ¢ok biiyiik olsun. np
carpiminin da sonlu oldugu kabul edilsin (np=A) bu halde n denemede olasili1 p

olan olaymn x defa goriilmesi olasilig1 Poisson dagilimina uyar.

P(x):/\ e

Bu dagilimm o6zellikleri:

Ex=n, Var, =N, Cs = k=3+—

-
>

c) Geometrik Dagilim:
P(x)=q¢p  Fx)=1-¢"

Dagilimm Ozellikleri;

1
Ex=— Var, = iz
p p
d)Normal Dagilim

Gauss dagilimi olarak da bilinen dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu;

(i) P(x) = Q\/lg expl- (x — 1)* 120 ] seklindedir.




Kisaca N(u0) sekline gosterilen bu dagilimin iki parametresi vardir.

Bunlardan p rastgele degiskenin ortalamasi, O standart sapmasidir. Normal dagilim

simetrik olupcarpiklik katsayis1 Cs=0 k=3"diir.

(/) denklemiyle verilen dagilimin a.g.f’nu tablolastirmak i¢in standart

normal degisken kullanilir.

—H . .
Z =——— seklinde tanimlanan standart degisken boyutsuz olup ortalamasi

0

0, standart sapmas1 1’dir. Z’nin dagilimi olan N(0,1) dagilimimin a.g.f. ve o.d.f.
tablolastirilmistir. Normal dagilim simetrik oldugundan bu tablolar sadece Z’nin

pozitif degerleri i¢cin hazirlanmistir.

Normal dagilimin parametreleri eldeki oOrnekten grafik yontemle yada
momentler yontemiyle tahmin edilir. Normal dagilim simetrik oldugu i¢cin momentler
yontemi etkin tahminler verir. Normal dagilim istatistik uygulamalarda en c¢ok

karsilagilan dagilimdir.
e) Lognormal Dagihhm

Rastgele degiskene; y=/nx seklinde logaritmik bir doniisiim uygulandiginda
doniistiiriilmiis y degiskeninin dagilimi normal ise x degiskeninin dagilim

lognormaldir.

1

Qyﬂ

p(X)P(y)‘% = exp|- (Inx — ) /20y ]l
X X

Yukaridaki denklemde py ve Qy, y degiskeninin ortalama ve standart

sapmasi olup x’in parametreleri olan pux ve Qx’e su seklinde baghdir.

2
pox = eXp(uy + Q; ] Ox = ux(e?®? —1)'"”
Cz=e2? -1
Cs =Cv’ +3Cv

Ek=Cv® +6Cz° +15Cv* +16Cv?

Lognormal dagilimda rastgele degisken sadece pozitif degerler alabildigi ve

dagilimin pozitif bir c¢arpikligi bulundugundan bu dagilim bir c¢ok hidrolojik



degiskenlere 1yi uyar. Yillik akigkanlarm dagilimi i¢in lognormal dagilim c¢ok

kullanilir.
f) Gamma Dagihimlar

Bir ¢cok parametreli gamma dagilimmin o.g.f.;

1 a-1_-x
P(x)= (@) x“e x>0 seklindedir. Burada I' (o) tablolastirilmis

gamma fonksiyonu olup o>0 i¢in tanimlanir.
Dagilimn 6zellikleri;

2
Ex=a Var, =a Cs=— Ek:g
o

Ja
Yukaridaki formiilde x yerine >0 olmak tizere x/P konulursa 2 parametreli

gamma dagiliminin o.y.f. elde edilir:

1 >
P(x)=——x""e? x20

B?)
Bu dagilimm o6zellikleri

2 6
Ex=a.p Var. =a.p’ Cs=— Ek=—
X \/;

Yine ilk denklemde x yerine (X-Xo)/p konulursa 3 parametreli gamma

dagilimma gegilir. (pearson Tip III dagilimi):

P(X) — a-1 7(x x0)/ B XZXO
B*)
Bu dagilimm o6zellikleri
2 2 6
Ex=x,+oa.p Var, =o.f Cs=—= Ek=—

Ja o

Bir parametreli gamma dagiliminin o parametresi su sekilde bulunur.

N N

L= 7Z-p(xz a)= 7[1“(1 - xi®e™ =[C(a)]” 7z-xz“ o™




N
dinL _ d[InT(a)] + S Inxi=0
da da

i=1

g) Pearson Dagilimlan:

Bir 6rnekten elde edilen frekans dagilimina en 1yi uyan o.d.f.’yi se¢gmek i¢in
Pearson, drnekten hesaplanan Cs ve Ek katsayilarina bagli olan Kp parametresinin

kullanilmasini 6nermistir.

_ Cs*(Ek + 6)’
4(2Ek —3Cs*)(4Ek —3Cs” +12)

Kp

Kp<0 halinde Pearson Tip I, Kp=0 i¢cin normal, 0<Kp<l1 i¢in Pearson Tip
IV, Kp>1 icin Pearson Tip VI, Kp—oo i¢cin Pearson Tip I dagilimlar:

kullanilmaktadir.
h) Ektrem Deger Dagilimlari:
i) iki Degiskenli Normal Dagihm:

Cok degiskenli dagilimlar arasinda sadece normal dagilimin analitik ifadesi

mevcuttur. 2 degiskenli normal dagilimin ortak o.y.f.:

expl-0/2(1-g°
p[ o/ g2 )] seklindedir. Burada;
2nOxQy+1— g

Q:(x—wjz +(y—uy]2 2g (= o)y — )
Ox Qy Ox.Qy

P8x,y)=

ux, wy, Qx, Qy sirasiyla x ve y degiskenlerinin marjinal dagilimlarmin
ortalama ve standart sapmalari, g ise x ile y arasindaki korelasyon katsayisidir. x’in

y’ye gore sartl dagiliminin o.y.f. normal olup:

Px(xly) = expl-0/2(1- g*)+ (v— )’ 120v*

seklindedir.
Qx\/27ri1 ~-g’ )

Bu sartli dagilimin parametreleri:

wly = o+ g 2 (v - )
Qy

Oxty=0x)i—g*



Normal dagilmis iki degiskenin ortak dagilimlari her zaman 2 degiskenli
normal dagilim degildir, fakat uygulamalarda analitik ifadelerin basitligi nedeniyle

¢ogu zaman bu kabuliin yapildig1 gorliir.

Degiskenlere logaritmik doniisim uygulayarak 2 degiskenli lognormal
dagilim da benzer sekilde tamimlanabilir. 2 degiskenli normal dagilim 2’den fazla

degiskenli normal dagilimlar haline de genellestirilebilir.
Ornek Problem 1.1)

Dicle nehrinin Cizre akim 6l¢iim istasyonunda 1956-1975 yillarinda 6lgtilen

yillik maksimum debiler asagida verilmistir.

Bu debilerin frekans analizini yapiniz.

YIL 1956 1957 1958 1959
Qmax(m’/s) 2324 6300 2340 2080
YIL 1966 1967 1968 1969
Qmax(m?/s) 8820 4516 4866 6450
Coziim:

20 Elemanm: olan bu kiiciik Ornegin frekans analizinde once elemanlar
biiytlikliik sirasma gore dizilerek diizenlenirler. Diizenlenmis 6rnegin m’inci elemani
Xm 18€ yillik maksimum debi x,,’den kiiciik olmas1 olasiligi su denklemle hesaplanir.

Ve hesaplar tabloda g0sterilmistir.

1960

2262

1970

2250



Xm 963 1250 2080 2250 2262

M

F(x,)= 0,048 0,095 0,143 0,190 0,23
N +1

M 11 12 13 14 15

Xim 3450 4350 4516 4866 5300

M

F(x,)= 0,524 0,571 0,619 0,667 0,71

N +1

2) TASKIN DEBIiSi DAGILIM MODELLERI

Bir rastgele degiskene ait N=n-m eleman1 olan bir 6rnegin her birinde m
eleman1 bulunan n adet alt 6rneklere ayrilsa, bu alt 6rneklerden her birindeki en
biiylik (yada en kiiclik) elemanm (ekstrem degeri) géz Oniine alalim . Bu ekstrem
degerlerinin dagiliminin incelenmesi hidrolojide 6zel bir 6nem tasir. Zira alt 6rnekler
birer yillik olarak disiiniiliip her birindeki gilinliikk en biiyiik akis (taskin debisi) yada
en kiiciik giinliik akis géz Oniine alinirsa tasgkinlari yada kurakliklarin dagilimi ile

ilgili istatistik bilgiler elde edilmis olur.

Hidrolojide gozlenmis akis serileri genellikle n=30-100 yil uzunlugunda
olduklarindan bunlardan ekstrem degerlere ait elde edilecek oOrneklerdeki eleman
sayist da ancak 30-100 kadar olur. Bu say1 bazi hallerde daha azdir. Bu 6rneklerin
frekans analiziyle elde edilen frekans dagilim ¢izgisini uzatarak gozlem siiresinden
daha uzun araliklarla goriilecek taskin debilerini tahmin etmek biiyiik hatalara yol
acabilir. Bu durumda ekstrem degerlerin 6rnekten elde edilen frekans dagilimima
uyan o.d.f’nin amprik olarak belirlenmesi yerine teorik ekstrem deger dagilimlarini

kullanmak uygundur. Bu dagilimlar séyledir;
2.1) Gumbel Dagilimi

Taskin debileri i¢in en ¢ok kullanilan teorik dagilimdir. Fisher-Tippet Tip I

dagilim1 olarak da bilinir. Dagilimin o.y.f. ve o.d.f. su ifadelerle verilir.
p(x) =a.exp[- y — exp(~)]
F(x) =exp|-exp(-y)] y=a-(x=p)

o; 0lgek parametresi B; yer parametresi



Gumbel dagilimmin 6zellikleri;

0,5772 1,2825
‘LDC = ﬂ + b Qx = b CS:1’14’ k:4’5
a a
0,3665
M=p+ , M=p, F(m)=e' =0,368
a
1,2825
a= B =u, —0,4500x
Ox
- 1
a(x= B)="In}=In F(x)] — = 0,636(x 75~ X25)

2.2) Fisher Tippet Tip III Dagilimi (Weibull Dagilimi)
Dagilimin o.y.f. ve o.d.f. su sekilde verilmistir.

o

P(x) = yexp(—y) X2 X,

X=X,

F(x)=2—-exp(-y) X 2 X,

y=| I % a>0,B>x,x>x,
B—=x,

o; 0leek parametresi, B; yer parametresi, Xo; alt smir

Dagilim o6zelliklert;

H, =Xy + (ﬁ _xo)r(1 +lj
(04

ool

Bu dagilim hidrolojide en kiiciik debiler (kurakliklar) i¢in kullanilir.

Cogunlukla 0 olarak almir.

Xo



2.3) Frekans Faktorii ve Doniis Arahgi
Tagskin debisinin agilmasi olasiligi; F;(x)

_ 1
R

Fi(x)=1-F(x)

Tagkin debilerinin ortalamasi; p standart sapmasi Q ile gosterilirse T yillik

taskin debisi i¢in sOyle bir genel ifade yazilabilir.
x=u+Q0K

Bu ifadedeki K frekans faktorii tagkin debisinin olasilik dagiliminin ve T
doniis araligmin fonksiyonudur. Cesitli o.d.f.’lar1 i¢cin K’y1 veren ifadeler elde

edilebilir.
2.4) Kismi Siireklilik Serilerinin Frekans Analizi

(Coziilen debilerin arasndan sadece her yilin en biiylik degerinin degil, belli
bir degerin iistiinde kalanlarin hepsi goz Oniine alinirsa bu taban degeri o sekilde
secilmelidir ki her yil en az bir giiniin debisi taban degerinin {izerinde kalsin. Bu

sekilde belirlenen seriye kismi siireklilik serisi denir.

_N+1
m

TE

Burada Te, kismi siireklilik serisinde m’inci biiyiik elemanm doniis araligi

olup N, y1l sayisidir.

1—P:(1—Ej
m

Pelm; Bir yilda taskinlardan birinin x degerini agmasi olasiligr P; yillik

maksimum tagkin debileri i¢cin x’den biiylik olma olasilig1

1
In7 -In(T -1)

T

E

1

2.5) Proje Periyodu ve Risk

Proje hesaplarinda g6z oniine alman T yillik tagkin debisinin proje periyodu
olan n yillik bir siire i¢cinde Pn ile gdsterilen bir asilma olasilig1 vardir. Pn, kabul

edilebilecek risk’i ifade etmekte olup ekonomik diisiincelerle belirlenecek olan bir



proje kriteridir. Doniis araligi T yil olan taskin debisinin herhangi bir yilda asilmasi

olasilig1 1-1/T ise

Pr=t—[1-1] =1—exp[ -2
T T

Ornek Problem 2:

Yikildig: takdirde can kaybma agmayacak bir barajin dolu savas1 500 yillik
tagkin debisine gore projelendirilmistir. Bu barajm 50 yillik proje periyodu iginde
daha biiytik bir taskin gelmesi riskini hesaplaymniz.

Coziim:

n=50 yil, T=500 yil icin risk, Pnzl—(l—%) denklemine gore

1 50
Pn=1-|—| =0,095 bulunur.
500

3.) KORELASYON VE REGRESYON MODELLERI:

Istatistikte rastgele degiskenler arasindaki bir bagmtiyr ifade eden
matematik ifadeye regresyon denklemi denir. Bir rastgele degiskenin degerini bir
veya daha fazla sayida rastgele degiskenlerin degerlerine bagh olarak en 1yi sekilde
tahmin etmeye yarayan regresyon denklemlerinin belirlenmesine regresyon analizi

denir. Regresyon analizi su adimlar halinde yapilir.
1. Once incelenecek bagmtida goz Oniine alinacak degiskenler belirlenir.
Buna gore agint1 iki degiskenli yada cok degiskenli yada ¢ok degiskenli olabilir.
2.Goz Oniine alman degigkenler arasindaki iliskiyi gOsteren regresyon

denkleminin tipi secilir. En basit olarak dogrusal regresyon yapilabilir.

3.Secilen degiskenler arasindaki bagimliligin derecesini  belirlemek
amactyla korelasyon analizi yapilir. Bagimliligi 6lgcmek i¢cin korelasyon katsayisi

denen parametrelerin degerleri hesaplanir.

4. Bu parametrelerin hesaplanan degerlerinin anlamli bir bagimlilik ifade

edip etmedigi istatistik testlerle kontrol edilir.



5. Kontrol sonucunda g6z Oniline alinan degiskenler arasinda anlamli bir
bagimlilik bulundugu sonucuna varilirsa Onceden tipi se¢ilmis olan regresyon

denkleminin parametreleri hesaplanir.

6.Bu sekilde regresyon denklemi belirlendikten sonra bu denklemi

kullanarak yapilacak tahminlerin giiven araliklar1 belirlenir.
3.1) iki Degiskenli Dogrusal Korelasyon ve Regresyon
3.1.1) Regresyon Cizgisi

X ve Y rastgele degiskenlerin birbirine karst gelen x;, y; degerlerini x-y
diizleminde noktalansm. X ile Y arasinda fonksiyonel bir bagmti s6z konusu degilse
y=x; degerine kars1 Y degiskeni cesitli degerler alabilir. Bu degerlerin ortalamasi
olan y,=E(Y/X=Xj) degeri hesaplansmn. Bu sekilde belirlenen y. noktalariyla elde
edilen ¢izgiye y’nin x’e gore regresyon ¢izgisi denir. Ayni sekilde x’in y’ye gore
regresyon ¢izgisi de ¢izilebilir. Bunlar genelde birbirinden farkh ¢izgilerdir. Ancak

aradaki bagmt1 fonksiyonelse bu iki ¢izgi cakisir.
3.1.2) Korelasyon Katsayisi:

Iki rastgele degisken arasindaki dogrusal bagimliligin derecesini dlgen

parametre korelasyon katsayisidir.

p CoV, Bu katsay1 boyutsuz olup 0 ile 1 arasinda degisir.

0,0,

g toplum parametresinin eldeki 6rnekten tahmini su denklemle yapilir.

> =00, -3 Xy -Nxy (1

N.Sx.Sy N.Sx.Sy

r; korelasyon katsayisinin eldeki N elemanli 6rnekten hesaplanan istatistik

degeri, x;, y; ; 6rnekdeki gdzlem ciftleri,
x ve. y s strastyla x ve y’nin ortalamalari,

Sx, Sy; x ve y’nin standart sapmalaridir.

(1) denklemiyle hesaplanan korelasyon katsayisinin degiskenler arasinda

anlamh bir bagimlilik ifade edip etmedigini anlamak i¢in korelasyon katsayisina ait



istatistik hipotezlerin kontrolii bazi yaklasik testlerle yapilir. Degiskenlerin ortak

dagiliminin normal olmasi hali i¢in gegerli olan bu testler sdyledir;

1. g degerinin 0’a yakin olmas1 halinde r’nin 6rnekleme dagilimi, asimptotik

olarak, standart sapmast:

1—72
JN

(r-3Sr, r+3Sr) araligmin disinda kaliyorsa g=0 hipotezi reddedilir. Daha kuvvetli bir

Sr =

olan normal dagilimdir. Sr degeri hesaplandiktan sonra 0 degeri

test olarak O degerinin (r-4Sr,  r+4Sr) araligmin disinda kalip kalmayist kontrol
edilebilir.

2. Asagidaki sekilde tamimlanan Z degiskeninin Ornekleme dagiliminin

yaklasik olarak normal oldugu bilinmektedir.

Z:lln“—r
2 1-r

Z’nin 6rnekleme dagiliminin parametreleri:

1.1
u, "8 1

2 1-g° N-3

Buna gore toplumun korelasyon katsayisinin herhangi bir g degerine esit

oldugu hipotezi yapilarak bu hipotez kontrol edilebilir.
3. Korelasyon katsayisi i¢in en kuvvetli test asagidaki sekilde tanimlanan t

degiskeni ile yapilir.

rvN =2

V=72

Toplumun korelasyon katsayisinin g=0 olmasi halinde t’nin 6rnekleme

t=

dagilimi s.d.=N-2 olan standart t dagilimidir. Buna gére g=0 hipotezi kolayca kontrol
edilebilir. Cesitli a anlamlilik diizeylerinde r’nin gliven araligmm smirlart i¢in
Tablolar olusturulmustur. Buna gore segilen a diizeyinde eldeki ornekte hesaplanan

r’nin mutlak degeri tablodaki degerden kiiciikse hipotez kabul, aksi halde reddedilir.



3.1.3) Regresyon Dogrusu

Korelasyon katsayis1 i¢in hesaplanan r degeri rastgele degiskenler arasinda
anlamli bir dogrusal bagimlilik bulundugunu gosteriyorsa x’in verilen bir degeri igin

y’nin en iy1 tahminini veren y’nin x’e gore regresyon dogrusunun denklemi olan:

y=a+bx

ifadesindeki a ve b regresyon katsayillar1 Ai gozlenmis noktalarinmn
regresyon dogrusuna diisey uzakliklarm karelerinin toplaminit minimum yapacak

sekilde belirlenir. Minimum yapilacak ifade:

Ze yl—z ,—a— bx ve

N N
dy ey, dy ey,
;e Y ;e Vi denklemlerinin  ¢6ziimiiyle  regresyon
p—l 0’ p—l
da db

katsayilar1 i¢in su ifadeler bulunur.

) O P

3.2.4) Regresyonda Giiven Arahgi

Verilen denklemlerde hesaplanan a ve b regresyon katsayilar1 toplumun o
ve [} parametrelerinin tahminleridir. Bu tahminler, rastgele degiskenlerin ortak
dagilimi normal ise tarafsiz tahminlerdir. a ve b’nin 6rnekleme dagilimlar1 dogrudan
dogruya bilinmemekle beraber normal dagilmis degiskenler halinde +

degiskenlerinin s.d = N-2 olan Studentt dagilimina uyduklar: bilinmektedir.

r(a—a) N-=-2

b _2
(l—rz{sz +Xx ]

tb:r_(b_ﬁ)
b 1-7?

ta =




Biiyiik 6rnekler halinde b’nin dagilimi N(B,Sey*/N.Sx*) normal dagilimina,
o’nin dagilmi da n(a,Sey*(2+x°/Sx*)/N) normal dagilimina yaklagir. Bu dagilimlari
kullanarak regresyon katsayilarmin giiven araliklar1 belirlenebilir, a’nin veya b’nin 0

olup olmadiklarma ait hipotezler kontrol edilebilir.

Ote yandan verilen bir x; degeri regresyon denklemiyle tahmin edilen y

degerinin dagilimi normal olup varyansi:

2
. (xi —)_c
52 =214
N Sx?

seklinde verilir.

S’e y’nin tahminindeki standart hata denir. Yukaridaki denklemde
goriilecegi gibi bu hata Sey ile birlikte azalir, N azaldikca artar, x;-x’nin artisiyla da
artar. Buna gore y’nin tahminindeki standart hata x;-x degerindeki en kiiciik tiir, x;

degeri x’den uzaklastik¢a tahminlerin giivenirligi azalir.
3.2) Dogrusal Olmayan Korelasyon ve Regresyon

X ve Y rastgele degiskenleri arasindaki regresyon ¢izgisi i¢in herhangi bir:
y=f(x)ifadesi  secilebilir. Bu  denklemdeki  parametrelerin  degerleri

N N
zey, z fx)] yi minimum yapacak sekilde belirlenir. Elde edilen

i=1 i=l1

denklemler genellikle lineer olmadiklarindan ardasik yaklasimlarla ¢oziilmelidir.

Secilen regresyon fonksiyonunu uygun bir doniisiimle dogrusal regresyona

cevirmek miimkiinse hesaplarda biiyiikk bir kolaylik saglanms olur. Ornegin;
y=c,.c’ ifadesi logaritmik ddniisiimle dogrusal regresyona doniistiiriilebilir;
logy=1logc, +c,logx, v=a+bu

Dogrusal olmayan regresyondaki bagimliligin derecesi korelasyon

indisleriyle 6lgiiliir. y’nin x’e gore dogrusal olmayan bagimlilig: i¢in;

2, V2
ry = (1 _5 ezy ] korelasyon indisi kullanilir.



Ze Vi ZUZ f(xl)

Sley =L
4 N |4

ve.ry #rx

3.3) Cok Degiskenli Korelasyon ve Regresyon

Y rastgele degiskenin iki yada daha fazla sayida x;, xo,.......... Xm, rastgele

degiskenlerine gore ¢cok degiskenli regresyonu genel olarak:
Y=1(X1, X2yeveeeenene Xm,) 1fadesi ile verilir.

Cok degiskenli regresyonun en basit ve en ¢ok kullanilan sekli dogrusal

regresyonudur.
Fb0,+b] X]+b2X2+ ................ +mem

Bu ifadedeki m degisken sayis1 ornekteki N eleman sayisina gore yeter

N
derecede kiiciik secilmelidir. Pratikte m degeri zeyi * | minimum yapacak sekilde

i=1

grafik olarak veya deneme yoluyla belirlenir.
3 degiskenli dogrusal regresyon ¢izgisinin denklemi:
y= be,+ by x; + by X, seklindedir. Bu denklemdeki regresyon katsayilari

N
Zeyl = v, =by —bx,;, —b,x,, )2 ’yi minimum yapacak sekilde belirlendiginde
l

i=

su denklemlere varilir.

N

N N
blz (xlle )(x21x2 Z(ylz X 1i X

l:l i=1

=

™M=

b,

(xlle )(x21x2 +b z x21x2 Z(yli.)_; szi)_cz)
i=1

i=1

bo, by, b, katsayilar1 yukaridaki denklem takimi ¢oziilerek bulunur. 3’den

fazla degiskenli dogrusal regresyonlarda da benzer denklemlere varilir.

Cok degiskenli dogrusal regresyonlarda degiskenler arasimdaki bagimliligin

derecesini 6lgmek i¢in ¢esitli parametreler kullanilabilir.



1. iki degiskenli dogrusal regresyondaki korelasyon katsayisina benzer

sekilde cok degiskenli korelasyon katsayis1 tanimlanabilir.

2 \4
R 1_S ey
Sy?

Burada Sey” gozlenen y; degeriyle regresyon denkleminden hesaplanan

degerler arasindaki farklarin varyansidir:

N

2
Ze Vi
i=1

N—-(m+1)

Sy = denklemiyle tanimlanan R korelasyon katsayisi
gozlenen y; degerleriyle regresyon denkleminden hesaplanan degerler arasindaki
bagimlilig1 ifade eden boyutsuz bir sayidir. R’nin degeri 1’e yaklastikca regresyon

denkleminden hesaplanan degerlerin giiven aralig kiigiiliir.

2.Y bagimh degiskeninin X; bagimsiz degiskenlerinden biriyle bagimliligi,
kismi korelasyon katsayilar ile Slgiiliir. r; kismi korelasyon katsayisin1 hesaplamak
icin once Y’nin biitiin X degiskenleriyle R _i korelasyon katsayis1 hesaplanir. r; su

formiille bulunur.

2 \2
(1)%2(1—1_R2]
1-R

Ancak (1) denklemiyle verilen r;’lerin hesab1 vakit alicidir. Bunlarin yerine

hesab1 daha basit olan beta katsayilar1 kullanilabilir.

B =b>
i lSy

Bu katsayilar kismi korelasyon katsayilarina yakin degerler verirler. Cok
degiskenli dogrusal regresyonda b; regresyon katsayilarinin 6érnekleme dagilimlarinin

standart sapmast:

. Se 1
Shi = Sl_y . \/ ik fadesiyle verili.

Burada R;, X; degiskeninin diger biitiin X degiskenleriyle cok degiskenli

korelasyon katsayisidir. Eger X degiskenleri aralarinda bagimsiz iseler Ri=0 olur. R;



biiylidiikce Syi’nin biiyilidiigiine, yani hesaplanan b; katsayisinin degerine daha az

giivenilebilecegine dikkat edilmelidir.

Ornek Problem 3):

Dicle nehrindeki Rezuk akim Olgme istasyonu ile Sinan istasyonunda

Olciilen yillik akis hacimleri asagida verilmistir.

Yil 1956 1957 1958 1959
R(10°m’) 16077 14867 11720 9352
S(10°m’) 4629 4556 2507 1612
Yil 1964 1965 1966 1967
R(10°m’) 16439 13019 17729 20368
S(10°m?*) - 4041 5191 5328

a) Iki istasyondaki akiglar arasindaki korelasyon katsayisii hesaplaymniz.

b) Hesaplanan korelasyon katsayisinin sifirdan anlamli derecede farkli olup

olmadigin cesitli testlerle kontrol ediniz.

c) Hesaplanan korelasyon katsayisi i¢in 0,05 anlamlik diizeyindeki giiven

araligmni belirleyiniz.

d) Sinan’daki akiglarn Rezuk’daki akislara gore regresyon dogrusunun
denklemini elde ediniz. Bu denklem Sinan’daki akislarin varyansinin yiizde kagini

izah eder?

e) 1964 yilinda Olglilmemis olan Sinan istasyonundaki yillik akis hacmini

tahmin ediniz. Bu deger i¢in % 90 giiven diizeyindeki giiven araligin belirleyiniz.
Coziim:

a) Bu iki degisken arasindaki dogrusal korelasyon katsayisinin tahmini:

z Xy, —NXxYy
=
N.Sx.Sy

1960

10537

2125

1968

26748

6543



Rezuk’daki akislar i¢in;

¥ =16237x10° Sx =7669x10°

Sinan’daki akislar i¢in;

7 =4397x10° Sy =2768x10°

Rezuk’da ve Sinan’da ayn1 yilda dl¢iilen akislarin ¢carpimlar toplami;
D x,y, =1347x10"

Yukaridaki denklemde yerlerine koyarak :

e 1347x10" —15x16233x10° x4397x10°

=0,368
15x7669x10° x2768x10°

b) Hesaplanan r degerinin anlamli olup olmadigi ¢esitli testlerle kontrol

edilebilir. I-r’nin 6rnekleme dagilimmin standart sapmasi,

_1-r? 1-0,868?

N s

r—4Sr =0,868 — 4x0,0637=0,613>0 ve

Sr =0,0637

r+48r=0,868 —4x0,0637 =1,123 > 0ise korelasyon katsayis1 sifirdan

anlamli derecede farklhidir.

II Hesaplanan r=0,868 degerine kars1 gelen Z degeri ilgili tabloda Z=1,325

olarak okunur.

| 7 1325
_0. 0, - 2 1520y sgs
Hz =Y 227 5-3-0280" 0O, 0,289

Tablodan normal dagilmis standart degiskenin 4,585 degerini asmasi
olasilig1 ~ 0 olarak okunur. Buna gore toplumun korelasyon katsayisinin 0 oldugu

hipotezi biiylik bir glivenirlikle reddedilir.

_— rVN -2 0868/15-2
' Vi—-r2  \1-0,868>

Serbestlik derecesi N-2=13 icin ilgili tablodan 0,01 anlamlilik diizeyinde

=6,30

r’nin kritik degeri 0,641 olarak okunur. Ya da t=6,3 i¢in t dagilimi tablosunda agilma

olasiliginin 0,005’den kii¢iik oldugu goriiliir.



Boylece biitiin testler toplumun korelasyon katsayismin sifirdan anlamh
derecede farkli oldugu sonucunu verirler. Buna gére Rezuk akiglari ile Sinan akiglari

arasinda anlaml bir iliski oldugu kabul edilebilir.
¢) g=0,868 i¢cin
n~1,325 Q,=0,289
0,05 diizeyindeki giiven araliginin sinirlari:
Z,=1325-1,96x0,289=0,76
Z, =1325+1,96x0,289 =1,89
Tabloda bunlara kars1 gelen r degerleri:

(0,64 —0,95)

Sy | 2768x10°

dyb=—1r -
Sx 7669x10

0,868 =0,313

a=y—bx =4397x10° — 0,313x16233x10° = -684x10°

Buna goére Sinan akislarmin (y) Rezuk akiglarmma (x) gore regresyon
dogrusu: y =-684x10° +0,313x

Bu denklem Sinan’daki akislarin varyansmim 0,868*= %75 ini izah eder.

e) 1964 yilinda dl¢iilmemis olan Sinan’daki akisin tahmini:

y=-648x10° +0,313x16439x10° = 4461x10°m’

Bu tahminlerin varyansi ise;

Szz(l—rz)Sy(H(x—)z‘cf]
N Sx

_ (1-0,8687)(2768x10°)° - (16439x10° —16233x10°)*
15 (7669x10°)°

S =357x10°
Akis tahmini i¢in %90 giliven diizeyindeki giiven aralig:

4461x10° —1,65x357x10° =3872x10°m’



4461x10° +1,65x357x10° = 5050x10° m*

4) HIPOTEZ TEST MODELLERI VE HIPOTEZLERIN KONTROLU
4.1) Parametrelerle Ilgili Hipotezler

Bir rastgele degiskenin toplumunun tiimii gézlenemediginden bu toplumun
olasilik dagilim fonksiyonu ve bu dagilimin parametrelerinin degerleri hi¢cbir zaman
kesin olarak belirlenemez. Ancak pratikte parametrelerin degerleri ile ilgili bazi
kararlar vermek gerekir. Bu durumda parametrelerin dogrulugu eldeki ornekten elde
edilen bilgilerle karsilastirilarak kontrol edilebilir. S6z konusu istatistigin érnekleme
dagilim1 biliniyorsa degisme bolgesi kabul bolgesi ve red bolgesi olmak iizere ikiye
ayrilir. Hesaplanan istatistik degeri kabul bolgesine diisiiyorsa hipotez kabul edilir,
kritik bolgeye diisiiyorsa reddedilir.

Kabul ve red bolgelerinin belirlemek i¢in iki biiylikliigiin se¢ilmesi gerekir.
Bunlarm birisi hipotezin kontroliinde kullanilacak anlamlilik diizeyidir. o anlamlilik
diizeyt a=1-Pc seklinde tamimlanir. Yapilan hipotezin (Ho=sifir hipotezi) diger bir
hipoteze (H,=karsit hipotez) gore kontroliinde kullanilacak o anlamlilik diizeyi

secildikten sonra bu hipotez su sekilde kontrol edilir:

a) Hy hipotezinin karsit hipotezi olan H; hipotezi parametrenin degerinin 3,
degerine esit olmadigi seklinde s6z konusu istatistigin Ornekleme dagiliminda
asilmas1 olasiligi o/2 ve 1-a/2 olan degerler belirlenir. B, O6rnekleme dagilimin
ortalamasi olarak almir. Seklen kritik bolgeler isaretlenir. Eldeki 6rnekten hesaplanan
istatistik degeri kritik bolgeden birine diisiiyorsa hipotez red, aksi halde kabul edilir.

Buna iki uglu test denir.

b) H; hipotezi parametrenin degerinin 3’dan bliylik (yada kii¢iik) oldugu
seklinde ise s0z konusu istatistigin 6rnekleme dagiliminda asilmasi olasiligi a olan
deger belirlenir. B, degeri yine Ornekleme dagilimmin ortalamasi olarak alnarak
sekil cizilerek bolge isaretlenir. Ornekteki hesaplanan istatisyik kritik bdlgeye

diisiiyorsa hipotez red, aksi halde kabul edilir. Buna bir uclu test denir.

Istatistik  hipotezlerin  kontrolii sonunda verilen kararlarm hatah
olabilmesinin kac¢milmaz olduguna dikkat edilmelidir. Bir istatistik hipotezin

kontroliinde verilen kararla ger¢ek durum arasindaki iliski 4 farkl sekilde alinabilir.



Gergek Durum
KARAR
H, dogru H, yanlis
H, kabul et Yanlis karar
Dogru karar
(II. tip hata)
Ho’1 reddet Yanlis karar
Dogru karar
H,’1 kabul et (I. tip hata)

Goriildigi gibi bir testte verilen kararm yanhishgr 2 sekilde olabilmektedir.

1. I. Tip Hata: Yapilmis olan H, hipotezi ger¢ekte dogru oldugu halde testte
reddedilmektedir.

2. IL.Tip Hata: Yapilmis olan Hy hipotezi gercekte yanlis oldugu halde testte
kabul edilmektedir.

Testte secilen o anlamlilik diizeyi ayn1 zamanda [.Tip hata yapabilmesi
olasiligmi gostermektedir. Hidrolojik uygulamalarda anlamlilik diizeyi genellikle
0,05 yada 0,10 secilir. II. Tip hata yapmak olasiligmi azalttikca (yani o't
kiigiilmekte) II. Tip hata yapmak olasilig1 arttirilmis olacagindan o istenildigi kadar

kii¢iiltiilemez.

4.2) iki Ornegin Homojenliginin Kontrolii

Eldeki iki ayr1 6rnekten hesaplanan ayni istatigin degerleri arasinda istatistik
bakimindan anlamli bir fark bulunup bulunmadigi arastirilabilir. Boylece bu iki
ornegin aymi toplumdan gelip gelmedikleri kontrol edilmis olur. Bu yontem
hidrolojide 0Ozellikle eldeki verilerin homojen olup olmadiklarint ve verilerde
sistematik hatalar bulunup bulunmadigini kontrolde kullanilir. herhangi bir nedenle
bir Olciimler dizisindeki verilerin homojenliginin bir noktadan baglayarak
bozuldugundan siiphe ediliyorsa bu noktadan 6nce ve sonraki dl¢iimlerin olusturdugu
iki ornek bu sekilde kontrol edilir. Sistematik hatalarm varligini arastirmak i¢in de
olciimler dizisi herhangi bir sekilde iki 6rnege ayrilarak kontrol edilir. iki komsu
istasyonda Ol¢iilen degerlerin ayni toplumdan geldiklerinin kabul edilip edilmeyecegi

de ayn sekilde arastirilir.




4.3) Olasihk Dagihm Fonksiyonuyla ilgili Testler

Gozlenen bir 6rnekten elde edilen frekans dagilim fonksiyonunun secilen bir

teorik o.d.f.’ye uygunlugunu kontrol etmek i¢in en ¢ok kullanilan 2 test vardir:

a) x* testi: N eleman1 ornegin m sinif araligma ayrilarak analizi sonunda
elde edilen smif frekanslar1 fi (i=1,2,...,m) olsun. Secilen o.d.f.’dan aymi smif

araliklar1 i¢in hesaplanan olasiliklar p; (i=1,2,...m) ile gdsterilsin.

m _ ) 2
*x* =N ZM istatistiginin ornekleme dagilimi asimptotik olarak
i=1

s.d=m-1 olan x* dagihmdir. Buna gore gozlenen frekans dagiliminin segilen teorik
dagilima uygun oldugu hipotezini kontrol etmek icin secilen o anlamlilik diizeyine
gore ilgili tablodan asilmasi olasiigi o olan xo’ degeri okunur. * formuliiyle
hesaplanan x* degeri xa degeri okunur. * formuliiyle hesaplanan x* degeri xa*’den

kiigiikse hipotez kabul edilir.

x* testini uygularken smif arahigi sayis1 m>s ve herbir smif igin N.pi>5
olmalhdir. Simf araliklarinin ayni genislikte se¢ilmesi sart degildir. Bunlar1 pi
olasiliklar1 esit olacak sekilde (pi=1/m) segmek uygun olur. X* testi ile bir frekans
dagilmi ¢esitli teorik dagilimlarla da karsilastirilabilir, en kiigiik x* degerini veren

dagilimin gozleme en uygun dagilim oldugu kabul edilir.
b) Smirnov-Kalmogorov testi:

Eldeki 6rnegin diizenlendigini ve diizenlenmis ornekten frekans dagilimimin:

Fa(xi)= %seklinde hesaplandigini diisiineli. Secilen dagilim fonksiyonu F(x) ile

gosterilirse:

I- D = max; |F(x;)-Fa(x;)| istatistiginin ornekleme dagilimi bilinmektedir, bu
dagilim g6z oniine alinan o.d.f.’den bagimsizdir. Bu dagilim bilindigine gore segilen
o olan A, degeri ilgili tablodan okunur. (A, Ornekteki, N, eleamn sayisina baghdir.

Formiil 1’den hesaplanan A degeri A,’dan kiiciikse hipotez kabul, aksi halde

reddedilir. Bu test kiigiik 6rnekler halinde x” testine gére daha uygundur.



4.4. Tki Degiskenin Bagimhhiginin Kontrolii

x”* testini bagka bir kullanilis yeri de iki rastgele degiskenin bagimsiz olup
olmadiklarmin arastirilmasidir. Bu iki degiskene ait N elemanli bir Ornegi
degiskenlerden birini m, digerini n adet simif araligina ayirarak incelendigimizi ve fig
ortak frekans degerlerini hesapladigimizi diislinelim. Degiskenlerin marjinal

dagilimlarmin frekanslar1 da fi ve fj olarak bulunmus olsun. Bu durumda:

no 2 (fij — fi.ff)?
*x=N ), W= Ji-1)” istatistiginin dagilimi
=1 j=1 ﬁﬁ
s.d= (m-1) (n-1) olan x* dagilmidir. Buna gore eldeki Ornekten *
denklemiyle hesaplanan x* istatistifinin degeri, secilen o olan xo’ degerinden
kiiciikse bu iki degiskenin bagimsiz oldugu hipotezi kabul, aksi halde reddedilir.

(probleme gecis...) — (26. sayfa)

5. HIDROLOJIK SURECLER VE AKIS SERILERININ
MODELLERI

Bir¢cok hidrolojik degiskenlerde ardigik gozlemlerin birbirinden bagimsiz
olmadiklar1 gériiliir. Ornegin, bir akarsudaki ardisik giinlerin akislar1 arasinda
havanin depolama 6zelliklerine dayanan kuvvetli bir bagimlilik bulunur. Akisin fazla
oldugu bir giinii yine akis1 fazla olan gilinlerin takip ettigi, benzer sekilde akigin az
oldugu giinlerin de bir araya kiimelendigi goriiliir. Boyle bir i¢ bagimliliga stokastik
bagimhilik denir. Aralarinda stokastik bagimlilik bulunan gozlemlerden olusan bir
zaman serisine de stokastik siire¢ denir. Stokastik siireleri incelerken sadece rastgele
degiskenin olasilik dagilimmni bilmek yeterli olmaz, ayrica degiskenin i¢
bagimliligin1 ifade eden bir model de kurmak gerekir. Stokastik siireclerin
modellerini kurulmasmdaki ama¢ bu modeller yardimiyla s6z konusu degisken icin
sentetik seriler tiretilmesidir. Bu serilerin yardimiyla su kaynaklarmm planlanmasi ve
isletilmesiyle ilgili caligmalarda akiglar i¢in sadece gdzlenmis olan 6rnegi degil, ayni
toplumdan geldigi kabul edilebilecek baska ornekleri de gz oniine almak miimkiin

olabilir.
Ornek Problem 4)

Gota nehrinde 150 yil boyunca yapilan olgmeler sonunda yillik akislarin

ortalamast 530 m’/s, standart sapmasi 97 m’/s olmak iizere normal dagildig



gorilmistiir. Yillik akislarda serisel bagimlilik mevcut olup r, = 0,463 olarak
hesaplanmistir. Bu akiglara ait 30 yillik Orneklerden hesaplanacak ortalama ve

varyans istatistikleri i¢cin %90 giiven diizeyinde giiven araliklarini belirleyiniz.
Coziim:
Serisel bagimliligin Markov siireci seklinde oldugunu kabul ederek;
Ortalama i¢in:

Ne= NAZl _ 39 120463 )
N s V140463

Varyans i¢in;

1-r° - 2
Ne=N ’”12 :301 0,4632 _19
1+rl 1+0,463

Ortalamanin 6rnekleme dagilimmin varyanst:

Q_2_972
Ne 11

=855

Standart sapmasi:

(855)"2=29

%90 giiven diizeyindeki giiven aralig:
(530-1,65x29=482, 530+1,65x29=578)

Varyansin 6rnekleme dagiliminin varyansi

20 2x97*
Ne

=9318872

Bir stokastik siirecin Tam olarak belirlenebilmesi i¢in su Ozelliklerin

bilinmesi gereklidir.

1. Siirecin rastgele degiskeninin olasilik: Bu dagilim genel olarak zaman
icinde degisebilir, fakat ileride goriilecegi gibi dagilimin zamanla degismemesi yani
siirecin biitlin elemanlarmin ayni toplumdan gelmesi halinde inceleme c¢ok daha

kolay olur.

2. Siirecin stokastik bagimliligi: rastgele degiskenin ardisik goézlemlerde

alacagi degerlerin arasindaki iliskinin de bilinmesi gerekir.



Stokastik siirecler incelenirken ardisik gdzlemler arasindaki zaman araligi
sonlu alinabilecegi gibi sonsuz kiiciik de almabilir, buna gore sirasiyla kesikli yada
stirekli seriler s6z konusu olur. Hidrolojide daha ¢ok kesikli serilerle ¢aligir. Bunun
nedeni Ol¢iimlerin siirekli yapilanmadigi hallerde bile hesap kolayligi bakimindan
cogunlukla sonlu bir zaman araligi boyunca alinan ortalamalarla ¢alisarak kesikli

seriler kullanilir.
5.1) Bashca Akis Serisi Modelleri:

Hidrolojide stokastik siirecleri incelemenin amaci bu siireglerin yapisini
ifade eden matematik modellerin kurulmasidir. Kurulacak matematik modelin
kullanilacagi amaca gore s6z konusu siirecin istatistik 6zelliklerini yeterli bir sekilde
ifade edebilmesi gerekir.modeli bu sart1 saglayacak en basit, yani parametre sayisi en
az olan model se¢mek uygun olur. Zira parametre sayisi arttikca bunlarin
degerlerinin eldeki Ornekten hesabindaki giivenilirlik azalir. Akis serilerinin

modellerinin kurulmasinda sirastyla su ¢alismalar yapilir.
1. Model tamimlamasi: Eldeki verilere en iy1 uyan model tipinin belirlenmesi

2. Parametrelerin tahmini: Segilen modelin parametrelerinin degerlerinin

eldeki verileri kullanarak hesaplanmasi (modelin kalibrasyonu)

3. Modelin kontrolii: Boylece tam olarak belirlenmis olan modelin
gbzlenmis seriye uygunlugunu istatistik testlerle kontrol ederek modelin kabul edilip

edilmeyecegine karar verilir.

Hidrolojik siire¢ modellerine genel olarak bakildiginda bunlarin iki

bilesenin toplam1 seklinde oldugu goriiliir.

xi=dit€; , Burada d; modelin deterministik bilesenini gostermektedir. Bu
bilesen silirecin daha Onceki onlardan almis oldugu xi;, xi» degerlerinin bir
fonksiyonudur. Bu fonksiyonun sekli ve modelin parametreleri modelden modele
degisir. Modelin karmasikligina gore ortalama, standart sapma, oto korelasyon
katsayilar1 gibi parametreler modelde goriiliirler. €; bileseni ise modelin rastgele

bileseni olup bagimsiz bir siire¢ olusturur.
5.2) Yilhk Akislarin Modelleri

Yillik akis serilerinin bazilarinda i¢ bagimlilik ¢ok kiicliik oldugundan
bunlarm bagimsiz siire¢ olduklar1 kabul edilebilir. Buna karsilik bir¢ok yillik akis



serisinde ihmal edilmeyecek stokastik bagimliliklar bulundugu goriilmiistiir. Bunun

nedeni yer alt1 biriktirme haznesinin akiglara katsayisidir.
Bu gibi seriler i¢in en ¢ok kullanilan modeller asagida ele alinmaktadir.

5.2.1) Lineer otoregresif modeller:
X, = z aj.xi_j +&;
Jj=1

Burada x; I’inci yilda goriilen akis, a; modelin parametreleri olan otoregresif
katsayilar, €; bagimsiz bir silire¢ olusturan normal dagilmis bir degiskendir, m
modelin mertebesini gostermektedir. m’inci mertebe Markov modeline herhangi bir

yilin akigmin ondan 6nceki m yilin akislaria bagh olarak ifade edildigi goriiliir.

Morkov modellerinin en basit tipi 1. mertebe Markov modelidir. Bu

modelde herhangi bir yilin akis1 sadece ondan 6nceki yilin akigina bagh olarak;

x,=a,x,_, +¢&, ifadesine varilir. Bu model y=(x—u . )/Q, standart

degiskeni i¢in kurulursa

*y, =8y, t¢&, ifadesine varilir. Bu modelde parametre akis serisinin 1.
mertebe otokorelasyon katsayist (g;) olmaktadir. €; normal dagilmis bagimsiz
degisken ortalamas1 =, varyans: 1-g* dir. * denklemiyle verilen Markov siirecinin

korelogramu belirlenirse;

k
gr =&
Hidrolojide en ¢ok 1. ve 2. mertebe Markov modellerin kullandig1 goriiliir.
2. mertebe modelin katsayilar1 su denklemlerle hesaplanir.

8 —&-8> 8, &

al: a2:
1_g12 1_g12

2

5.2.2) Hareketli ortalama modelleri: Bu modellerde x;, belli sayida bagimsiz

€; degiskenlerinin agirlikli bir ortalamasi olarak ifade edilir.

m
X, :zbj.gi_j

Jj=0



Bu modelde m modelin mertebesini gdsterir b; katsayilar1 ile serinin

otokorelasyon katsayilar1 arasindaki bagintilar belirlenip b; degeri burada bulunur.

Hareketli ortalama modelin korelograma:

m

b.b, +k
_J=0

(1) g, =——— 1ifadesi ile verilir, bu ifadede j+k>m igin b;ju=0

2.

Jj=0
alinacaktir. (k>m i¢in g=0) bj=1/(m+1) olan basit hareketli ortalama modelinde (1)

denklemine gore;

k
g =1- - k<m oldugu goriiliir.

5.2.3) ARMA modelleri: Lineer otoregresif siireclerle hareketli
ortalamalarin karigimi olan bu modellerin denklemlerini kisa bir sekilde yazabilmek

icin Once bazi operatorleri tanimlamak gerekir. Geri kaydirma operatorii:

B"Z,=Z, , seklinde tanimlanir. Bu operatorii kullanarak Z, =x, —X

degiskeni cinsinden modelin denklemi su sekilde yazilabilir.

(D) Z, =€ =010 5 — v - 0,¢, ,olduguna gére Q(B) operatorii

asagidaki sekilde tanimlanirsa:
OB)=1-0,B-0,B> —......... -Q,B’

(1) denklemi kisaca Z, =Q(B)¢;denklemi seklinde yazilabilir. Lineer

otoregresif model i¢cin de benzer sekilde:

L, =02, + 2, 5+ +¢,Z,,& denklemi, @(B) operatdriinii:
¢(by=1—¢,B—¢,B” —........... —¢,B” seklinde tammlayarak kisaca ¢(B), =¢, ve
¢(B),; =0(B),;(2)

(2) denklemi acik sekilde yazilacak olursa;

Z, =02 +..... +0,,Z, ,+& =08 . 0,6,

(2)denklemiyle ifade edilen modele ARMA (p, q) modeli denir. Bu modelin

parametrelerinin sayist p+q+2’°dir bunlardan p adedi, & katsayilari, q adedi Q



katsayilar1, birisi X ve birisi Q&”’dir. p=0 icin hareketli ortalama (pA), q=0 icin
Mardov (AR) modelleri elde edilir.

Yillik akislar i¢in en ¢ok kullanilan ARMA (1.1) modelinin denklemi

Z,=9Z_ +¢ —0¢,., seklindedir.

Bu modelin korelogrami su sekildedir.

_(1_¢1Q1)(¢1 _Ql) _
g 1+Q12_2¢1Q1 &k =084 (2)

Eldeki 6rnekten hesaplanan r; ve r, degerlerini yukaridaki denklemde g; ve

&, yerine koyarak &, ve Q, parametreleri hesaplanabilir.

Bir siirecin J;; kismi korelasyon katsayilari ise su sekilde tanimlanirlar:

-1
= Z¢I—I’J'rl—j
j=1

¢11 =rn, ¢ll = )
1—z¢,_l,j.rj
Jj=1

Gerek otokorelasyon fonksiyonu, gerekse kismi otokorelasyon fonksiyonu
biiylik k degerleri icin de sifira yaklasmiyorsa siire¢ hem hareketli ortalama, hem

otoregresif bilesenleri olan bir ARMA (p, q) modeli ile temsil edilebilir.
5.3) Aylik Akislarin Modelleri
5.3.1) Korelogramin periyodikligini korumayan modeller:

Stirecin otokorelasyon katsayilarinin periyodikligi thmal edilebilirse, Yani
bu katsayilarm yil boyunca aydan aya de§ismeyip sabit bir degerde kaldiklar1 kabul
edilirse, slireci stasyoner hale getirmek i¢cin (*) denklemiyle verilen doniistimii

uygulamak yeterli olur.

X.
(*) Vi == T=1,2,.......,12
Sy
Burada xr ve sr aylik akislarin Fovrier agilimiyla belirlenen periyodik

ortalama ve standart sapmalarmi gostermektedir.



5.3.2) Korelasyon periyodikligini koruyan modeller:

Otokorelasyon katsayillarmm yil boyunca degisiminin de modelde

korunmasi isteniyorsa su iki yoldan birine gidilebilir.

a) (*) denklemiyle tanimlanan y; degiskeni icin kurulan modeldeki
katsayilar yil boyunca periyodik olarak degistirilir. 1. mertebe Markov modeli bu

durumda:

Yir = 8&ir-Yiara 1T €;seklini alir. Gy 1 yilin T ve T-1"inci aylarindaki akislar

arasindaki 1. mertebeden otokorelasyon katsayismin Fovrier acilimiyla belirlenen

periyodik bilesenidir.

b) Aylik akislar i¢in ¢ok kullamilan bir model tipi de parametreleri yil
boyunca degisen 1. mertebe Markov modelidir.

— — Ny
X =%, +b(x =X, )+, )Agi

Bu denklemde 1 indisi aydan aya siirekli olarak degisir. x; ve s; yilin j’inci
akiglarmin ortalamasi ve standart sapmasidir. b; ve r; yilin j ve j-1’inci aylarindaki

akislar arsindaki regresyon ve korelasyon katsayilar1 olup b; su sekilde hesaplanir.

Burada r;’nin j’inci mertebeden otokorelasyon katsayisini degil, yilin j ve j-
I’inci aylarindaki akislar arasindaki 1. mertebeden korelasyon katsayisini

gosterdigine dikkat edilmelidir.

Aylik akislar tiiretilirken bir yandan yillik akislarin istatistik 6zelliklerinin
de korunmas: istenilirse su sekilde hareket edilebilir. Once yilhik akislar i¢in bir
model kurulup parametreleri belirlenerek yillik akislar serisi tiiretilir. Sonra aylik
akislar icin kurulan modele gore her biri yilin aylik akislar tiiretilir, ancak tiiretilen
bu aylik akislar toplamlar1 o yilin tiiretilen yillik akigina esit olacak sekilde belli bir
oranda arttirilir veya azaltilir. Boylece gerek yillik gerekse aylik akislarin istatistik

degerleri korunmus olur. Takvim yili yerine su yiliyla ¢alismak uygundur.



5.3.3) ARIMA modelleri:

ARMA modelleri ve bunlarin stasyoner olmayan siirecler igin

genellestirilmis sekilleri olan ARIMA modelleri de aylik akislar i¢cin kullanilabilir.

a) ARMA modellerini aylik akislar i¢in kullanirken 6nce;

Vig =— T:1.2,........ ,12 denklemiyle verilen doniisiim yapilir.

Boylece elde edilen ve stasyoner oldugu kabul edilen y; siireci igin bir ARMA modeli

kullanilir.

b) Once ardisik yillarda aym aylarm akiglarmin farki alinarak yeni bir

degisken tanimlanir.
W,=x, —x_,

Aylik akislar i¢in s=12’dir W; siireci ortalamasi bakimindan stasyoner hale

getirilmis olup sdyle bir denklemle ifade edilebilir.
OB W, =O(B")a,
o i¢in benzer denklem yazilirsa
¢(B)a; = O(B)e,
Yukaridaki 2 denklem bir araya getirilerek;
P(BYD(B*)W, = Q(B)O(B" e,

ARIMA model olarak modeli olarak bilinen bu siire¢lerin aylik akislar i¢in
kullanilabilecek en basit sekli & ve Q’y1 1. mertebeden alip diger operatorleri

kullanmadan elde edilir.
(1-¢,BW,=(1-0,B%),
Bu denklem acik sekilde yazilirsa;
W.=9W. =6 -0,

Bu modelin &, ©, ve Q> olmak iizere sadece 3 parametresi vardir. Modelin

korelogramt:

g =908 (k;t12n)



Q¢’ o
g =8, -9, o' (k=12n) seklindedir.
w

Modelin parametreleri su denklemlerden elde edilirler.
9 =g

Qe’

12
g,=¢ -0, ow’ _1_®12




(m’/sn)

Ornek Problem 5)

Bir akarsuyun 51 yi1l boyunca 6lgiilen yillik debileri asagida gosterilmistir.

398 429 690 437 567 460
520 563 490 437 368 522
694 762 729 713 615 626
452 520 480 414 437 351
444 590 489 533 753 576
737

Bu akiglarm matematik modelini kurunuz.
Coziim:

Verilen degerlerden su istatistikler hesaplanir.
¥ =544m> / sn

Sx =130m" / sn

r, =0,535

r? =0,463

Degiskenin standart sekli;

x—)_c_x—544
Sx 130

y= seklinde tanimlanarak 1. mertebeden Markov modeli;

v, =0,535y,_, + &, seklinde kurulur.

€;, varyansi 1-0,535°=0,714 olan normal degiskendir.
2. mertebe Markov modelinin katsayilar1 hesaplanir.

_0,535-0,535x0,463
1-0,5357

=0,403

a,

0,463 -0,535°

a, = 20,248
1-0,535

288

548

575

420

696



vy, =0,403y, , +0,248y, , + ¢,
€;’nin varyanst:

B 0,535% +0,463% — 2x0,535x0,463

1 2
1-0,535

=0,671

1. ve 2. mertebe Markov modellerinden birinin se¢imi hakkinda karar
verirken ilk olarak kurulan modelin deterministik kismimnin degisken varyansmnin ne
kadarmm agikladigma bakilabilir. 1. mertebe modeli i¢in bu 1,°=0,535*=0,286, 2.
mertebe model i¢in 1-0,671=0,329

Bu bakimdan 2. mertebe modelinin {istiin oldugu goriiliir.
ARMA (1.1) modeli Z; =x; —x =x; — 544 degiskeni i¢cin
Z,=¢Z_, +¢&, —Q ¢, seklinde yazlabilir.

&) ve Q, parametrelerinin tahmini

(1 _¢1Q1 )(¢1 — Ql)
1+ le - 2¢1Q1

r2:¢1r1

denklemlerinden r,=0,535 ve r,=0,463 koyarak &,=0,865 Q,=0,40 olarak

bulunur.
Sonug olarak;

Z,=0865Z,_, +¢, —0,40¢,_,



